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H λογική ασχολείται µε δύο έννοιες, την αλήθεια και την 
απόδειξη. Αυτές οι έννοιες έχουν µελετηθεί ανά τους αιώνες 
από φιλοσόφους, γλωσσολόγους και µαθηµατικούς. 
Προφανώς είναι διαφορετικός ο τρόπος προσέγγισης της 
λογικής µεταξύ των τριών οµάδων επιστηµόνων που 
προαναφέραµε. Έτσι, για παράδειγµα, η διαλεκτική λογική, 
που ουσιαστικά θεµελιώθηκε από τον Ηράκλειτο, έχει 
εφαρµογές στην ερµηνεία της φύσης και της ιστορίας αλλά 
είναι σχεδόν αδύνατο να βρεθεί µια εφαρµογή στα 
µαθηµατικά.

ΕΙΣΑΓΩΓΗΕΙΣΑΓΩΓΗ



Ο κύριος λόγος για αυτή τη διαφοροποίηση είναι η 
υφή της λογικής αλλά και ο χώρος εφαρµογής της. Ο 
σκοπός του παρόντος κειµένου δεν είναι να δώσουµε 
µία γενική εικόνα της λογικής, αλλά απλά 
περιοριζόµαστε στην παρουσίαση ενός 
συγκεκριµένου λογικού συστήµατος και των 
εφαρµογών του στους χώρους των φυσικών 
επιστηµών και της τεχνολογίας.
Κυρίαρχο ρόλο παίζει στην προσέγγιση αυτή η 
«αντίφαση».



Γιῶργος Σεφέρης 

- Ὁµιλία κατὰ τὴν ἀπονοµὴ τοῦ Νόµπελ 

Λογοτεχνίας στὴ Στοκχόλµη

«Τούτη τὴν ὥρα αἰσθάνοµαι πὼς εἶµαι ὁ ἴδιος µία 
ἀντίφαση. Ἀλήθεια, ἡ Σουηδικὴ Ἀκαδηµία, ἔκρινε 

πὼς ἡ προσπάθειά µου σὲ µία γλώσσα περιλάλητη ἐπὶ 
αἰῶνες, ἀλλὰ στὴν παροῦσα µορφή της περιορισµένη, 
ἄξιζε αὐτὴ τὴν ὑψηλὴ διάκριση. Θέλησε νὰ τιµήσει 

τὴ γλώσσα µου, καὶ νὰ - ἐκφράζω τώρα τὶς 
εὐχαριστίες µου σὲ ξένη γλώσσα. Σᾶς παρακαλῶ νὰ 

µοῦ δώσετε τὴ συγνώµη ποὺ ζητῶ πρῶτα -πρῶτα ἀπὸ 
τὸν ἑαυτό µου».



Μολονότι οι περισσότεροι επιστήµονες που 
ασχολούνται µε την λογική συµφωνούσαν ότι ένα 
αντικείµενο µπορεί να έχει ή να µην έχει κάποια 
ιδιότητα, εντούτοις υπήρχαν επιστήµονες που 
αµφισβήτησαν έντονα αυτήν την ιδέα. Βλέποντας ότι 
σε αρκετές περιπτώσεις δεν είναι δυνατό να 
αποφανθούµε για την αλήθεια ή όχι µιας πρότασης, 
θεωρήθηκε αναγκαία η εισαγωγή της τρίτιµης 
λογικής. 



Έτσι, η τρίτη τιµή αλήθειας (οι άλλες δύο είναι το 
αληθές και το ψευδές), που ονοµάσθηκε 
απροσδιόριστη, βρήκε χρήση στον χαρακτηρισµό 
προτάσεων της µορφής: «Υπάρχει ζωή στον πλανήτη 
Άρη;». Λόγω του ότι οι µαθηµατικοί αρέσκονται στη 
γενίκευση εννοιών, ο Πoλωνός µαθηµατικός 
Lukasiewicz, πατέρας της τρίτιµης Λογικής, εισήγαγε 
τη Λογική απείρων τιµών αλήθειας. 



Στη λογική αυτή οι τιµές αλήθειας αναπαριστάνονται από
ένα θετικό ακέραιο αριθµό και χαρακτηρίζουν το βαθµό
στον οποίο κάποια πρόταση ισχύει ή όχι. Έτσι αν
θεωρήσουµε ότι ο αριθµός 5 εκφράζει την αλήθεια µιας
πρότασης και ο αριθµός 0 το ψεύδος, τότε αν η αλήθεια
της πρότασης «Υπάρχει ζωή στον πλανήτη Άρη;»
χαρακτηρισθεί µε 1, αυτό σηµαίνει ότι µάλλον δεν
είµαστε και τόσο αισιόδοξοι για το ενδεχόµενο να υπάρχει
ζωή στον Άρη. Αν και ο Lukasiewicz παρουσίασε τις ιδέες
του στη δεκαετία του 1920, έπρεπε να περάσουν αρκετές
ακόµη δεκαετίες µέχρι οι ιδέες του να παρουσιασθούν σε
διαφορετική µορφή αυτή τη φορά.



Η σύλληψη της ιδέας της Ασαφούς Λογικής 
πραγµατοποιήθηκε το 1965 απ’ τον Lofti Zadeh, 
καθηγητή του Πανεπιστηµίου Berkley της Καλιφόρνιας. 
Η Ασαφής Λογική αποτελεί µία ισχυρή µεθοδολογία 
επίλυσης προβληµάτων µε πάµπολλες εφαρµογές στους 
τοµείς του Μηχανικού. Η Ασαφής Λογική εκτός των 
άλλων µας παρέχει απλούς και εντυπωσιακούς τρόπους 
στην εξαγωγή συµπερασµάτων χρησιµοποιώντας ασαφείς, 
διφορούµενες ή ανακριβείς πληροφορίες.2



Από µία άποψη η διαδικασία εξαγωγής συµπερασµάτων
µε τη βοήθεια της ασαφούς λογικής µοιάζει µε το
µηχανισµό εξαγωγής συµπερασµάτων του ανθρώπινου
συλλογισµού µε τη χρήση αβέβαιων και ανακριβών
πληροφοριών.

Η Ασαφής Λογική «σχεδιάστηκε» για να εκφράσει από
µαθηµατική άποψη την αβεβαιότητα και την ασάφεια και
να παρέχει τυποποιηµένα εργαλεία για να αντιµετωπίσει
την εγγενή σε πολλά προβλήµατα ανακρίβεια.
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Όλο το οικοδόµηµα των Μαθηµατικών κτίσθηκε στα
θεµέλια που έθεσε ο Αριστοτέλης και πιο συγκεκριµένα
στους δύο βασικούς νόµους της ‘αντίφασης’ και του
‘απαιτούµενου τρίτου’.

Η αρχή του απαιτούµενου τρίτου δηλώνει ότι µία
πρόταση µπορεί να είναι αληθής ή ψευδής. Όταν
προτάθηκε ο παραπάνω νόµος από τον Παρµενίωνα το
400 π.Χ. υπήρξαν ισχυρές και άµεσες αντιρρήσεις.



Π.χ. ο Ηράκλειτος ισχυρίστηκε ότι µία πρόταση 
µπορεί να είναι ταυτόχρονα αληθής και µη αληθής. 
Πάντως ο Πλάτωνας έθεσε τα θεµέλια της ασαφούς 
λογικής αφού θεώρησε ότι υπήρχε µία τρίτη περιοχή 
πέρα από το αληθές και ψευδές. Βέβαια πολλοί 
αµερικάνοι µαθηµατικοί-φιλόσοφοι ισχυρίζονται ότι 
τα θεµέλια της ασαφούς λογικής ετέθησαν από τον 
Βούδα, ο οποίος ισχυρίστηκε ότι το κακό και το καλό 
συνυπάρχουν. Αυτό δεν είναι αληθές, καθόσον ο 
Ηράκλειτος ήταν προγενέστερος του Βούδα.



H «Λογική του Αριστοτέλη» ή «Λογική του άσπρου-
µαύρου» αποτέλεσε το θεµέλιο όλου του 
οικοδοµήµατος των Μαθηµατικών που κτίστηκε µέχρι 
σήµερα. Πράγµατι, η απόδειξη µιας πρότασης στα 
Μαθηµατικά είναι αληθής ή ψευδής. ∆εν νοείται ένα 
θεώρηµα στα Μαθηµατικά να είναι αληθές κατά 0.20 ή 
να είναι αληθές ή ψευδές. Που λοιπόν «υστερεί»  η 
Λογική του Αριστοτέλη, όπου προσπαθούµε να 
µοντελοποιήσουµε τα φυσικά φαινόµενα 
χρησιµοποιώντας τη λογική αυτή.



Η περιγραφή των φυσικών νόµων-φαινοµένων δε µπορεί
να επιτευχθεί χρησιµοποιώντας σύνολα µε «κοφτά»
σύνορα. Π.χ. δε θα ήταν σωστό να χωρίσουµε τις µέρες
σε ηλιόλουστες και µη ηλιόλουστες. Μια µέρα µε λίγα
σύννεφα θα ήταν ηλιόλουστη µε έναν µεγάλο βαθµό,
ενώ µια µέρα µε πιο πολλά σύννεφα µπορεί να είναι
πάλι ηλιόλουστη αλλά µε µικρότερο βαθµό. Πάντως µια
µέρα ηλιόλουστη µε καταγάλανο ουρανό θα είναι
ηλιόλουστη µε βαθµό ένα.



Τα σύνολα που δεν έχουν σαφή όρια είναι αυτά 
που θα παίζουν βασικό ρόλο στην µελέτη µας και 
ονοµάζονται ασαφή σύνολα. Τα κλασσικά σύνολα 
είναι αυτά που έχουν σαφή όρια και γνωρίζουµε 
αν ένα στοιχείο ανήκει ή δεν ανήκει σ’ αυτά. 



Όπως ήδη έχουµε αναφέρει τα κλασσικά σύνολα έχουν
σαφή όρια. Ξεκινάµε από ένα σύνολο αναφοράς Χ. Ένα
υποσύνολο Α του Χ (Α ⊂ Χ) είναι ένα σύνολο µε
στοιχεία του Χ. Κάθε υποσύνολο Α του Χ µπορεί να
περιγραφεί µε τους εξής τρόπους:

Με αναγραφή των στοιχείων, δηλαδή να αναγράφουµε
όλα τα στοιχεία του Α ένα προς ένα.

Με περιγραφή των στοιχείων, δηλαδή να περιγράφουµε
το σύνολο Α βασιζόµενοι σε ιδιότητες των στοιχείων του.

ΚΛΑΣΣΙΚΑ ΣΥΝΟΛΑΚΛΑΣΣΙΚΑ ΣΥΝΟΛΑ



Ένας άλλος τρόπος παράστασης ενός 
υποσυνόλου Α του συνόλου αναφοράς Χ  
είναι µε την χαρακτηριστική του συνάρτηση:
Σε κάθε υποσύνολο Α ⊂ Χ αντιστοιχούµε την 
χαρακτηριστική συνάρτηση του Α, 
ΧΑ: Χ �{0, 1} που ορίζεται ως εξής:
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Μπορούµε να «ταυτίσουµε» το υποσύνολο Α ⊂ Χ µε τη χαρακτηριστική του συνάρτηση
ΧΑ (όπως λέµε στην «αλγεβρική γλώσσα» υπάρχει ένας ισοµορφισµός από το σύνολο
των υποσυνόλων του Χ στο σύνολο των χαρακτηριστικών συναρτήσεων).

Παραδείγµατα
α) Το σύνολο των υψηλών θερµοκρασιών στην Ελλάδα

Πάνω από 30°C θεωρούµε την θερµοκρασία υψηλή και κάτω από 30°C τη 
θεωρούµε όχι υψηλή!Το παραπάνω σύνολο είναι «κοφτό» (crisp).Είναι δυνατόν η 
θερµοκρασία των 30°C να θεωρείται υψηλή και η θερµοκρασία των 29,9°C όχι 
υψηλή.

β) Το σύνολο των µέτριων θερµοκρασιών στην Ελλάδα

γ) Το σύνολο των χαµηλών θερµοκρασιών στην Ελλάδα
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Αν Α ⊂ Χ, Β ⊂ Χ τότε οι βασικές πράξεις των
κλασσικών συνόλων είναι:

α) η ένωση Α∪Β={ x∈Χ:  x∈A ή  x∈Β}

β) η τοµή   Α∩Β={ x∈Χ:  x∈A και  x∈Β}

γ) το συµπλήρωµα   ΑC={ x∈Χ:  x∉A}

A      B

X

A∩B

A         B

X

A∪B

X

Ac A

ΠΡΑΞΕΙΣΠΡΑΞΕΙΣ



Οι παραπάνω πράξεις µε τη βοήθεια των
χαρακτηριστικών συναρτήσεων εκφράζονται µε βάση
την παρακάτω πρόταση:

Πρόταση : Αν Α ⊂ Χ , Β ⊂ Χ, ΧΑ είναι η
χαρακτηριστική συνάρτηση του Α, ΧΒ η χαρακτηριστική
συνάρτηση του Β, XA∪B η χαρακτηριστική συνάρτηση
του Α∪Β, ΧΑ∩Β η χαρακτηριστική συνάρτηση του Α∩Β
και XA

c η χαρακτηριστική συνάρτηση του ΑC τότε:

i) XA∪B(x) = max {XA(x) , XΒ(x)}, x∈X

ii) XA∩B(x) = min {XA(x) , XΒ(x)}, x∈X

iii) XA
c(x) = 1- XA(x)



Έστω Χ ένα σύνολο αναφοράς και Α ⊂ Χ , Β ⊂ Χ , Γ 
⊂ Χ Τότε:

A∪B = B∪A

(A∪B)∪Γ = A∪(B∪Γ)

A∪∅ = Α

A∪Α = Α’

A∪ΑC = X (αρχή του αποκλειόµενου τρίτου)

Α ⊂ Β ⇔ A∪B=Β

Ιδιότητες των πράξεων Ιδιότητες των πράξεων 
κλασσικών συνόλωνκλασσικών συνόλων



A∩B = B∩A

(A∩B)∩Γ = A∩(B∩Γ)

A∩∅ = Α

A∩Α = Α

A∩ΑC = ∅ (αρχή της αντίφασης)

A∩(B∪Γ) = (A∩B)∪(A∩Γ)

A∪(B∩Γ) = (A∪B)∩(A∪Γ)



∆ίνουµε έµφαση στην αρχή της αντίφασης και στην 
αρχή του αποκλειόµενου τρίτου:
α)  Αρχή της αντίφασης A∩ΑC = ∅ δεν µπορεί ένα 
στοιχείο να ανήκει στο Α και να µην ανήκει σ’ αυτό, ή 
χρησιµοποιώντας τη γλώσσα των πιθανοτήτων δεν 
µπορεί κάτι να συµβαίνει και να µην συµβαίνει.
β)  Αρχή του αποκλειόµενου τρίτου A∪ΑC = X 
σηµαίνει ότι το τυχόν x∈Χ ανήκει στο Α ή 
(αποκλειστικά) στο ΑC, ή χρησιµοποιώντας τη 
πιθανοθεωρητική γλώσσα συµβαίνει πάντα ή το Α ή 
το ΑC.
Στην περίπτωση των ασαφών συνόλων δεν 
ισχύουν οι δύο παραπάνω αρχές.



Κάθε πρόταση στην κλασσική µαθηµατική λογική 
έχει δύο τιµές αλήθειας 0 ή 1 (ψευδές ή αληθές).

Αν p, q είναι δύο προτάσεις τότε ορίζονται:

p q p ∨ q
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

p q p ∧ q

0 0 0

0 1 0

1 0 0

1 1 1

Προτασιακοί τύποι στην κλασσική λογικήΠροτασιακοί τύποι στην κλασσική λογική



p ~p

0 1

1 0

p q ~p
~p ∨ q

p⇒q
0 0 1 1

0 1 1 1

1 0 0 0

1 1 0 1



Ορισµός ασαφούς συνόλου:

Έστω Χ ένα κλασσικό σύνολο αναφοράς. Κάθε συνάρτηση
Α: Χ �[0, 1] λέγεται ασαφές υποσύνολο του Χ. Εάν x∈X,
τότε η τιµή Α(x) λέγεται τιµή συµµετοχής του x
(membership value) και εκφράζει τον «βαθµό» που το x
«ανήκει» στο ασαφές σύνολο ή αλλιώς το βαθµό αλήθειας
της πρότασης.

Στην βιβλιογραφία πολλές φορές χρησιµοποιείται ο
παρακάτω συµβολισµός για τον ορισµό ενός ασαφούς
υποσυνόλου ενός συνόλου Χ:

Ένα ασαφές υποσύνολο Α του Χ θεωρείται η δυάδα (Χ,
µΑ), όπου µΑ: X� [0, 1].

ΑΠΟ ΤΑ ΚΛΑΣΣΙΚΑ ΣΤΑ ΑΣΑΦΗ ΣΥΝΟΛΑΑΠΟ ΤΑ ΚΛΑΣΣΙΚΑ ΣΤΑ ΑΣΑΦΗ ΣΥΝΟΛΑ



∆ηλαδή µε τον συµβολισµό αυτό θεωρούµε Α=(Χ, 
µΑ) και την συνάρτηση µΑ ονοµάζουµε συνάρτηση 
συµµετοχής(membership function).
Προφανώς  κάθε κλασσικό σύνολο είναι ασαφές 
καθόσον κάθε κλασσικό σύνολο Α «ταυτίζεται» µε 
την χαρακτηριστική συνάρτηση ΧΑ : Χ �{0, 1}
Mε τα κλασσικά σύνολα (crisp sets) έχουµε σοβαρά 
προβλήµατα περιγραφής διαφόρων συνόλων και 
καταστάσεων από την καθηµερινή µας ζωή.



1) Θέλουµε να εκφράσουµε το σύνολο των ψηλών
ανθρώπων
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2) Υψηλή θερµοκρασία
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Ένα ασαφές σύνολο µπορεί να έχει τις παρακάτω 
µορφές:
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Έστω Χ={α, β} ένα σύνολο αναφοράς. Θεωρούµε ένα
ορθογώνιο σύστηµα συντεταγµένων και το τετράγωνο µε
κορυφές τα σηµεία Ο (0,0) , Α (1,0), Β (0,1), Γ (1,1).

x  

y  

O  (0 ,0 ) 

Γ  (1 ,1 ) Β  (0 ,1 ) 

Α  (1 ,0 ) 

• M  (x ,y ) 

Ν  (κ ,λ )  
•  

Τετράγωνο του Τετράγωνο του KosKosκοκο



Σε κάθε σηµείο Μ (x, y) του τετραγώνου αντιστοιχούµε
ένα ασαφές σύνολο ως εξής:

Θεωρούµε ότι το x δηλώνει τον βαθµό που το α
«ανήκει» στο ασαφές σύνολο και ότι το y δηλώνει τον
βαθµό που το β «ανήκει» στο ασαφές σύνολο. Έτσι στο
σηµείο Μ(x,y) αντιστοιχούµε το ασαφές σύνολο:

Μ: X → [0, 1] µε Μ(α) = x , Μ(β) = y



α) Ποια ασαφή σύνολο αντιστοιχούν στις 4 κορυφές;

Στο Α(1, 0) αντιστοιχεί το ασαφές σύνολο:

Α: X → [0, 1] µε Α(α) = 1 , Α(β) = 0, άρα Α = {α}.

Στο Β (0, 1) αντιστοιχεί το {β}.

Στο Ο (0, 0) αντιστοιχεί το ∅.

Στο Γ (1, 1) αντιστοιχεί το Χ={α, β}

Άρα στις τέσσερις κορυφές του τετραγώνου αντιστοιχούν
τα 4 κλασσικά υποσύνολα του Χ.



β)Ποια ασαφή σύνολα αντιστοιχούν στην διαγώνιο ΑΒ;

Έστω τυχόν σηµείο Ν(κ, λ) της διαγωνίου ΑΒ. Έστω Ν το 
ασαφές σύνολο που αντιστοιχεί στο Ν, δηλαδή:
Ν: X → [0, 1] µε Ν(α) = κ  ,   Ν(β) = λ
Επειδή όµως  κ+λ=1 , παρατηρούµε ότι η Ν είναι µία συνάρτηση 
πιθανότητας της τυχαίας µεταβλητής Ν, όπου ο Χ={α, β} 
θεωρείται δειγµατικός χώρος.
Συµπεραίνουµε λοιπόν, ότι ξεκινώντας από ένα σύνολο 
αναφοράς Χ={α, β}, κατασκευάζουµε τόσα ασαφή σύνολα όσα 
τα σηµεία του τετραγώνου (εσωτερικά και περιµετρικά).
Από αυτά τα ασαφή σύνολα οι τέσσερις κορυφές του 
τετραγώνου αντιστοιχούν στα 4 κλασσικά υποσύνολα. 
Τα ασαφή σύνολα της διαγωνίου ΑΒ είναι όλες οι συναρτήσεις 
πιθανότητας που κατασκευάζονται απ’ τον δειγµατικό χώρο 
Χ={α, β}.



ΠΡΑΞΕΙΣΠΡΑΞΕΙΣ ΣΤΑΣΤΑ ΑΣΑΦΗΑΣΑΦΗ ΣΥΝΟΛΑΣΥΝΟΛΑ
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ΗΗ αρχήαρχή τηςτης αντίφασηςαντίφασης σταστα ασαφήασαφή σύνολασύνολα
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Η αρχή του αποκλειόµενου τρίτου Η αρχή του αποκλειόµενου τρίτου 
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Τοµή και ένωση στο τετράγωνο του Τοµή και ένωση στο τετράγωνο του KoskoKosko

Έστω Χ={α, β} και Α το ασαφές σύνολο Α:Χ→ [0, 1],
ώστε Α(α) = κ , Α(β) = λ. Τότε:

i)   ΑC είναι το ασαφές σύνολο ΑC: Χ → [0, 1], ώστε 
ΑC(α) = 1-κ ΑC(β) = 1-λ 

ii) Α∩ΑC είναι το ασαφές σύνολο Α∩ΑC: Χ → [0, 1],
ώστε (Α∩ΑC)(α) = min(κ , 1-κ) , (Α∩ΑC)(β) = min(λ ,
1-λ)

iii) Α∪ΑC είναι το ασαφές σύνολο Α∪ΑC: Χ → [0, 1],
ώστε (Α∪ΑC)(α) = max(κ , 1-κ) , (Α∪ΑC)(β) = max(λ ,
1-λ)



x 

y 

O (0,0) 

Γ (1,1) Β (0,1) 

Α (1,0) 

 Α ∪ ΑC  Α 

 ΑC  Α ∩ ΑC 

 λ 

 1- λ 

 κ 

 1- κ 

Υποθέτοντας ότι κ<0,5 και λ>0,5 τα σύνολα 

Α, ΑC, Α∩ ΑC, Α∪ΑC

παριστάνονται όπως παρακάτω στο τετράγωνο του Kosko



Έστω Χ και Y δύο σύνολα (όχι ασαφή) και µία
συνάρτηση f από το Χ στο Υ.

Έστω ℱ(Χ) το σύνολο των ασαφών συνόλων από το Χ
στο [0,1] και ℱ(Y) το σύνολο των ασαφών συνόλων από
το Y στο [0,1], δηλαδή:

f: Χ → Y,

αν Α∈ ℱ(Χ) τότε Α: Χ → [0,1]

αν Β∈ ℱ(Y) τότε B: Y → [0,1].

Η ΑΡΧΗ ΤΗΣ ΕΠΕΚΤΑΣΗΣ Η ΑΡΧΗ ΤΗΣ ΕΠΕΚΤΑΣΗΣ 
ΓΙΑ ΑΣΑΦΗ ΣΥΝΟΛΑΓΙΑ ΑΣΑΦΗ ΣΥΝΟΛΑ



Από την αρχή της επέκτασης (extension principle) 
ορίζονται δύο ασαφείς συναρτήσεις (χρησιµοποιούµε για 
τον συµβολισµό τους το ίδιο σύµβολο f):
f: ℱ(Χ) → ℱ(Y) έτσι ώστε για κάθε Α∈ ℱ(Χ) να ισχύει 
[f(A)](y) = supA(x) όπου x τέτοια ώστε y=f(x).

f - 1: ℱ(Y) → ℱ(X) έτσι ώστε για κάθε B∈ ℱ(Y) να 
ισχύει
[f - 1(B)](x) = B(f(x)).



ύψος(x)

βάρος(y)

y = f ( x )

170 180 187.5 195

61.5

74.3

83.9

93.5

0

1

1

Ασαφής αριθµός Α

f(Α)

Γραφική παράσταση της αρχής της επέκτασης

Ένα συµπέρασµα που προκύπτει από τα παραπάνω είναι:

«Ένας ψηλός µε βαθµό συµµετοχής 1 (δηλαδή µε ύψος από 187.5 έως 195 cm)
έχει βάρος από 83.9 έως 93.5 κιλά µε βαθµό συµµετοχής (στο [83.9 , 93.5]) ίσο
µε 1».



Η έννοια του ασαφούς αριθµού έχει µεγάλη
σηµασία στο να παραστήσουµε και να διαχειριστούµε τις
γλωσσικές µεταβλητές (linguistic variables).

Έστω η λέξη «ηλικία» (αυτή η λέξη µπορεί να
αναφέρεται σε άνθρωπο, κάποιο ζώο ή φυτό, σε ένα
µικροοργανισµό, κάποιο πέτρωµα ή αστρικό σύστηµα
και λοιπά). Αυτή η λέξη είναι µια γλωσσική µεταβλητή
και βασιζόµενοι µε κάποιο συντακτικό γραµµατικό
κανόνα µπορούµε να δώσουµε σε αυτή κάποιες
γλωσσικές τιµές (linguistic terms) και έστω ότι οι τιµές
που δίνουµε είναι νεαρής ηλικίας, µέσης ηλικίας,
µεγάλης ηλικίας.

ΓΛΩΣΣΓΛΩΣΣΙΙΚΕΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΕΣ ΚΕΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΕΣ 
((ΓΛΩΣΣΟΛΟΓΙΚΟΙ ΤΡΟΠΟΠΟΙΗΤΕΣ)ΓΛΩΣΣΟΛΟΓΙΚΟΙ ΤΡΟΠΟΠΟΙΗΤΕΣ)



Αν αυτές οι τιµές αποτελέσουν στοιχεία ενός συνόλου 
τότε προκύπτει ένα σύνολο Τ = νεαρής ηλικίας , 
µέσης ηλικίας , µεγάλης ηλικίας. Θεωρώντας ότι η 
γλωσσική µεταβλητή «ηλικία» αφορά τους ανθρώπους 
παίρνουµε µια πραγµατική µεταβλητή x µε τιµές στο 
[0 , +∞) που περιλαµβάνει όλες τις δυνατές ηλικίες 
των ανθρώπων.

Βάση ενός σηµασιολογικού κανόνα (semantic 

rule) που τον συµβολίζουµε m µπορούµε να 
αποδώσουµε σε κάθε γλωσσική τιµή t του Τ την 
σηµασία της ή το νόηµά της που είναι ένας ασαφής 
αριθµός m: Τ → ℱ(Χ) ώστε για κάθε t → m (t): [0 , 
+∞) → [0 , 1].



Κάθε γλωσσική µεταβλητή είναι πλήρως χαρακτηρισµένη από 

την πεντάδα (n , T , X , g , m) όπου n είναι το όνοµα της 
µεταβλητής, Τ είναι το σύνολο των γλωσσικών τιµών της, Χ είναι 
το σύνολο αναφοράς της αντίστοιχης πραγµατικής µε τη γλωσσική 
µεταβλητή, g είναι ο συντακτικός γραµµατικός κανόνας

(syntactic rule) από τον οποίο προκύπτουν οι γλωσσικές τιµές της 
µεταβλητής και m είναι ο σηµασιολογικός κανόνας που αποδίδει σε 
κάθε γλωσσική τιµή ένα ασαφή αριθµό. Ως παράδειγµα µιας 
γλωσσικής µεταβλητής δίνεται η «ηλικία».

A (x)

1

0 10 20 30 40 50 60 x

 Νεαρής ηλικίας : Α 1  Μέσης ηλικίας : Α 2  Μεγάλης ηλικίας : Α 3

( Ηλικία σε έτη)





Η ανάλυση παλινδρόµησης µπορεί να θεωρηθεί ότι είναι
θεωρία της πρόβλεψης ή της εκτίµησης της εξαρτηµένης
µεταβλητής y µε τη βοήθεια των ανεξαρτήτων µεταβλητών
x i.

Η πρόβλεψη έχει µεγάλη πρακτική σηµασία σε πολλούς
τοµείς της ανθρώπινης ζωής και των δραστηριοτήτων µας
όπως στα οικονοµικά µεγέθη (πρόβλεψη εθνικού
εισοδήµατος µε βάση της σχεδιαζόµενες επενδύσεις), στη
βιοµηχανία (επίδραση διαφόρων παραγόντων σε µια
ιδιότητα του παραγοµένου προιόντος), στη µετεωρολογία
(από διάφορες ατµοσφαιρικές µετρήσεις γίνεται η
πρόβλεψη του καιρού) κλπ.

ΑΣΑΦΗΣ ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΗΣΗΑΣΑΦΗΣ ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΗΣΗ



Με τα γραµµικά µοντέλα παλινδρόµησης επιδιώκουµε 
µε βάση  µετρήσεις που έχουµε πραγµατοποιήσει να 
βρούµε τους πραγµατικούς αριθµούς α1,α2,…,αν,c
ώστε από τη γραµµική σχέση:
α1·x1+α2·x2+…+αν·xν+c=y          
να εκτιµήσουµε (προβλέψουµε) το αποτέλεσµα που 
θα έχει µία ν-άδα δεδοµένων. 
Αν τη θέση των προσδιοριστέων πραγµατικών 
αριθµών α1 , α2 ,…, αν , c πάρουν ασαφείς αριθµοί 
Α1,Α2,…,Αν,Α0 τότε προκύπτει ένα µοντέλο ασαφούς 
γραµµικής παλινδρόµησης της µορφής:

Α1·x1+Α2·x2+…+Αν·xν +Α0=Υ



Το γενικό πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού αναπτύχθηκε και εφαρµόστηκε
αρχικά το 1947 από τους G.B.Dantzig και Marshall Wood της Αεροπορίας των
Ηνωµένων Πολιτειών όταν κλήθηκαν να εφαρµόσουν τα Μαθηµατικά και συναφείς
µεθόδους στον στρατιωτικό προγραµµατισµό και στα προβλήµατα σχεδιασµού.

Ο Dantzig οδηγήθηκε στην πρόταση: οι αµοιβαίες σχέσεις µεταξύ δραστηριοτήτων
ενός οργανισµού θεωρούνται µοντέλο τύπου γραµµικού προγραµµατισµού και η
ελαχιστοποίηση της γραµµικής αντικειµενικής συνάρτησης βελτιστοποιεί το
πρόβληµα. Η αεροπορία οργάνωσε ερευνητική οµάδα µε τον τίτλο
SCOOP(Scientific Computation of Optimum Programs) για την µελέτη
προβληµάτων προυπολογισµού συµβάλοντας µε αυτό τον τρόπο στην θεωρητική
ανάπτυξη και εφαρµογή του µοντέλου γραµµικού προγραµµατισµού.

Οι πρώτες εφαρµογές των µεθόδων του γραµµικού προγραµµτισµού µπορούν να
τοποθετηθούν σε τρείς κύριες κατηγορίες: στρατιωτικές εφαρµογές, οικονοµικές
εφαρµογές και προβλήµατα παιγνίων.



Οι περιοχές των εφαρµογών έχουν επεκταθεί και
αναπτυχθεί σε πολλά πεδία µε ιδιαίτερη έµφαση στον
βιοµηχανικό τοµέα. Μελετώνται προβλήµατα κατανοµής
πόρων , µέσων και αγαθών τα οποία µπορεί να είναι
εργαζόµενοι, υλικά, µηχανές σε διάφορες εναλλακτικές
και ανταγωνιστικές µεταξύ τους δραστηριότητες.
Υπάρχουν περιορισµοί στα διατιθέµενα αγαθά και στις
στάθµες των δραστηριοτήτων, όµως αυτοί οι περιορισµοί
δεν είναι τόσοι και τέτοιοι ώστε να προκαθορίζουν ένα
µόνο τρόπο ενέργειας, αλλά αφήνουν περιθώρια για
περισσότερες από µία δράσεις (λύσεις) και
προσδιορίζεται εκείνη που µεγιστοποιεί ή ελαχιστοποιεί
ένα προκαθορισµένο κριτήριο επιλογής (αντικειµενική
συνάρτηση).



Οι εφαρµογές του γραµµικού προγραµµατισµού 
επεκτείνονται στις γεωργικές εφαρµογές ( αγροτική 
οικονοµία, διαχείρηση,ελαχιστοποίηση κόστους 
διατροφής), σε προβλήµατα εργοδοσίας, 
βιοµηχανικές εφαρµογές(παραγωγή και έλεγχος 
αποθεµάτων, ζήτηση προιόντων κατά περιοχή και τα 
µεταφορικά µέσα από τις αποθήκες στους τόπους 
ζήτησης), εµπορικές αερογραµµές, τηλεποικινωνίες, 
συγκοινωνίες, οικονοµικές αναλύσεις, καταµερισµός 
εργασίας, τροχαία κίνηση(σηµατοδότες), το 
πρόβληµα του ταξιδεύοντος εµπόρου(έυρεση του πιο 
σύντοµου δροµολογίου για τον έµπορο που 
επισκέπτεται πόλεις), λειτουργία υδατοφρακτών, 
προβλήµατα µίξεως και άλλα.



Το µαθηµατικό µοντέλο του γενικού προβλήµατος γραµµικού
προγραµµατισµού είναι το παρακάτω:

Να προσδιοριστού οι τιµές των µεταβλητών x1, x2,…, xn που
µεγιστοποιούν (ή ελαχιστοποιούν) την γραµµική συνάρτηση

c1·x1+c2·x2+…+cn·xn

και ικανοποιούν τις σχέσεις 

a11·x1+a12·x2+…+a1n·xn ≤ ( = , ≥ ) b1 

a21·x1+a22·x2+…+a2n·xn ≤ ( = , ≥ ) b2 

.

am1·x1+am2·x2+…+amn·xn ≤ ( = , ≥ ) bm 

x1≥0 , x2≥0 ,…, xn≥0

όπου aij , bi , cj (i=1,2,…,m και j=1,2,..,n) είναι δεδοµένες 
σταθερές.



Έχουµε τους παρακάτω τύπους προβληµάτων 
ασαφούς γραµµικού προγραµµατισµού:

1) Μεγιστοποίηση c1·x1+c2·x2+…+cn·xn

υπό τους περιορισµούς: 

a11·x1+a12·x2+…+a1n·xn ≤ ( = , ≥ ) b1

a21·x1+a22·x2+…+a2n·xn ≤ ( = , ≥ ) b2

.

am1·x1+am2·x2+…+amn·xn ≤ ( = , ≥ ) bm



Όπου οι ανισώσεις εκφράζονται από συναρτήσεις 

συµµετοχής 

και   x1≥0 , x2≥0 ,…, xn≥0

2) γραµµικός προγραµµατισµός µε ασαφείς 
αντικειµενικούς συντελεστές

∆ηλαδή cj (j=1,2,..,n) είναι ασαφείς αριθµοί



3) γραµµικός προγραµµατισµός µε ασαφείς 
περιοριστικούς συντελεστές.
∆ηλαδή οι συντελεστές aij είναι ασαφείς αριθµοί

Με συνδιασµό αυτών των τύπων προβληµάτων 
προκύπτουν περισσότεροι τύποι προβληµάτων 
ασαφούς γραµµικού προγραµµατισµού .



Η µεθοδολογία των «ελεγκτών ασαφούς λογικής» ή
αλλιώς «ασαφών συστηµάτων», αναπτύχθηκε κυρίως
για τις ανάγκες της βιοµηχανικής µηχανικής (αυτόµατος
βιοµηχανικός έλεγχος), έχει βρει όµως πολλά πεδία
εφαρµογών (ανάλυση δεδοµένων, ταξινόµηση
αποφάσεων κ.λ.π.).

Η λογική συνεπαγωγή «εάν…τότε» του προτασιακού
λογισµού έχει επεκταθεί στην ασαφή λογική µε
αποτέλεσµα τις διάφορες µορφές ασαφούς συµπερασµού
(ασαφείς συνεπαγωγές).

ΕΛΕΓΚΤΕΣ ΑΣΑΦΟΥΣ ΛΟΓΙΚΗΣΕΛΕΓΚΤΕΣ ΑΣΑΦΟΥΣ ΛΟΓΙΚΗΣ



Η κλασσική µεθοδολογία ελέγχου (που αναπτύχθηκε 
κυρίως για µηχανικούς), είναι βασισµένη σε µαθηµατικά 
µοντέλα του αντικειµένου που θέλουµε να ελέγξουµε. Τα 
µαθηµατικά µοντέλα απλοποιούν και ιδανικεύουν 
περιπτώσεις, σε φυσικές και ανθρώπινες δραστηριότητες, 
χρησιµοποιώντας διάφορους τύπους από εξισώσεις, οι 
οποίες πρέπει να λυθούν.
Πόσο ακριβή όµως είναι τα µαθηµατικά µοντέλα όταν 
περιγράφουν τη πραγµατικότητα;
Σε πολύπλοκες περιπτώσεις η δοµή τέτοιων µοντέλων 
ίσως να είναι και αδύνατη. Αυτό συµβαίνει συχνά π.χ. σε 
µοντέλα που έχουν σχέση µε την Οικονοµία και την 
∆ιοίκηση Επιχειρήσεων. Σ’ αυτές τις περιπτώσεις τα 
µοντέλα περιέχουν µεγάλο αριθµό συντελεστών (δηλαδή 
αλληλεπιδρώντες παράγοντες).



Ο σχεδιασµός ενός ελεγκτή µε τον κλασσικό τρόπο
ακολουθεί τα εξής βήµατα:

α) ∆ιατυπώνουµε ένα αλγεβρικό µαθηµατικό µοντέλο του
συστήµατος το οποίο θέλουµε να ελέγξουµε και

β) Υπολογίζουµε ένα αλγεβρικό µαθηµατικό µοντέλο του
ελεγκτή έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι δοθείσες
προδιαγραφές.

Εννοείται ότι οι τιµές που λαµβάνουν οι µεταβλητές
εισόδου ή εξόδου είναι πραγµατικοί αριθµοί.



Στα ασαφή συστήµατα η διαφορά είναι ότι: οι τιµές που 
παίρνει µια µεταβλητή εισόδου ή εξόδου είναι ασαφή 
σύνολα, τα οποία θεωρούνται «λεκτικές» τιµές. Έτσι µια 
µεταβλητή εισόδου ή εξόδου λέγεται και «λεκτική» 
µεταβλητή. Η λειτουργία του συστήµατος δεν 
περιγράφεται µε αλγεβρικό αλλά µε λεκτικό τρόπο.
Τα µοντέλα ασαφούς λογικής προτιµώνται για την 
περιγραφή πολύπλοκων συστηµάτων, είναι πολύ 
αποτελεσµατικά όταν δεν απαιτείται µεγάλη ακρίβεια και 
επίσης όταν ο έλεγχος αντικειµένων έχει µεταβλητές 
προσιτές όσον αφορά τη µέτρηση ή την εκτίµηση.



Θα περιγράψουµε ένα ασαφές σύστηµα µε δύο εισόδους
(EIS1, EIS2) και µια έξοδο (EX). Η ίδια τεχνική µπορεί
να επεκταθεί σε προβλήµατα µε περισσότερες εισόδους
και εξόδους. Επίσης µπορεί να εφαρµοσθεί και στη
περίπτωση που το πρόβληµα έχει µια µόνο είσοδο και µια
έξοδο.

Ένα Ασαφές ΣύστηµαΈνα Ασαφές Σύστηµα



(Στο µεσαίο πλαίσιο δείχνεται το όνοµα και ο τύπος του
ασαφούς συστήµατος που χρησιµοποιήθηκε).

Όπως έχουµε αναφέρει για τις εισόδους και εξόδους
χρησιµοποιούµε «λεκτικές» µεταβλητές. Αυτές µπορούν
να µοντελοποιηθούν µε τη χρήση συνόλων.

Έστω Α, Β τα σύνολα που χρησιµοποιούµε για τις δύο
εισόδους του συστήµατος µας και C το σύνολο για την
έξοδο.



Τα σύνολα Α, Β, C περιέχουν, το καθένα, καθορισµένο
αριθµό από όρους Ai , Bj , Ck αντίστοιχα, όπου οι όροι Ai ,
Bj , Ck είναι ασαφή σύνολα που ορίζονται ως εξής :

Ai = i = 1, … , n

Bj = j = 1, … , m

Ck = k = 1, … , l

( ){ }1/)(, Uxxx ii
⊂Α∈Αµ

( ){ }2/)(, UBxxx jB j
⊂∈µ

( ) }C/)(,{ 3kC k
Uxxx ⊂∈µ



Για τον σχεδιασµό αυτών των ασαφών συνόλων
απαιτείται :

α) Προσδιορισµός των γενικευµένων συνόλων U1, U2, U3.

β) Επιλογή των σχηµάτων για τις συναρτήσεις βαθµού
συµµετοχής των Ai , Bj , Ck (µπορούν να χρησιµοποιηθούν
τρίγωνα, τραπέζια, Gaussian κ.ά.).

γ) Καθορισµός του αριθµού των όρων n, m, . Συνήθως ο
αριθµός τους είναι από 2 έως 7.

δ) Καθορισµός των παραµέτρων που ορίζουν τα ασαφή
σύνολα Ai , Bj , Ck .

Ο καθορισµός των παραπάνω τιµών έχει σχέση µε το
πρόβληµά µας και εξαρτάται από µετρήσεις, απόψεις
εµπειρογνωµόνων, κ.ά.



Η «λειτουργία» του ασαφούς συστήµατος στηρίζεται στο 
πλαίσιο:

‘If … and … then – κανόνες’

Οι κανόνες ονοµάζονται συµπερασµατικοί κανόνες ή
κανόνες ελέγχου και το πλήθος τους είναι συνήθως n · m,
όπου n και m είναι το πλήθος των όρων των λεκτικών
µεταβλητών Α και Β σε κάθε είσοδο.

Η έννοια του ‘if…and…then – κανόνες’ είναι: «εάν x ∈
Αi και y ∈ Bj τότε z ∈ Ck», δηλαδή είναι µια
συνεπαγωγή.



Στη θέση του «if … then» επιλέγουµε µια ασαφή 
συνεπαγωγή, π.χ. µια συνεπαγωγή που χρησιµοποιείται 
είναι η ασαφής συνεπαγωγή Mamdani (ασαφή 
συστήµατα τύπου Mamdani).
Σ’ αυτήν ο κανόνας «if x∈Αi and y ∈ Bj then z ∈ Ck» 
διατυπώνεται ως εξής: (x ∈ Αi) και (y ∈ Bj)και (z ∈ Ck) 
= min(,,) όπου i=1,…,n ,  j=1,…,m ,  k=1,…,l  και
(x,y,z) ∈ AxBxC.

Οι κανόνες έχουν ως συµπέρασµα τους όρους της 
εξόδου C.



Υπολογισµός της Εξόδου Ασαφούς Συστήµατος

Για να υπολογίσουµε την αριθµητική έξοδο ενός
ασαφούς συστήµατος ακολουθούµε τα εξής βήµατα:

αριθµητικές είσοδοι

ασαφοποίηση των αριθµητικών εισόδων

εφαρµογή ασαφών τελεστών

ασαφής συνεπαγωγή

συνάθροιση των εξόδων

αποασαφοποίηση και αριθµητικές έξοδοι



Πιο αναλυτικά έχουµε: 

α)  Ασαφοποίηση των αριθµητικών εισόδων

Σε πρώτη φάση έχουµε την ασαφοποίηση των 
αριθµητικών εισόδων. Για κάθε  πραγµατικό αριθµό 
που εισάγουµε σε κάθε Είσοδο υπολογίζεται ο βαθµός 
συµµετοχής στο αντίστοιχο ασαφές σύνολο αιτίου του 
κάθε κανόνα.  

β) Εφαρµογή ασαφών τελεστών

Εάν το τµήµα if του κανόνα είναι η σύζευξη
περισσοτέρων του ενός αιτίων, τότε εφαρµόζεται ένας 
ασαφής τελεστής, t-norm (π.χ. ο ασαφής τελεστής 
min) µε σκοπό να υπολογιστεί ο αριθµός που θα 
εκφράσει το συνολικό βαθµό ικανοποίησης του 
κανόνα.  



γ) Aσαφής συνεπαγωγή

Η διαδικασία της ασαφούς συνεπαγωγής πραγµατοποιείται
παράλληλα για όλους τους κανόνες και το αποτέλεσµα για
κάθε κανόνα είναι ένα ασαφές σύνολο.

δ) Συνάθροιση των εξόδων

Η έξοδος του κάθε κανόνα είναι ένα ασαφές σύνολο. Η
διαδικασία κατά την οποία τα ασαφή αυτά σύνολα των
εξόδων συνδυάζονται σε ένα ασαφές σύνολο καλείται
συνάθροιση.

Η συνάθροιση των εξόδων µπορεί να γίνει µε διάφορες
µεθόδους, π.χ. µε τη µέθοδο του µεγίστου (max), του
αθροίσµατος (sum), του αλγεβρικού αθροίσµατος (probor),
κ.ά.



ε) Αποασαφοποίηση 
Αποασαφοποίηση είναι η διαδικασία κατά την οποία στο 
ασαφές σύνολο που προέκυψε, από την συνάθροιση των 
ασαφών συνόλων των εξόδων αντιστοιχίζεται ένας 
πραγµατικός αριθµός.
Για τον υπολογισµό αυτού του πραγµατικού αριθµού 
υπάρχουν αρκετοί τρόποι-µέθοδοι αποασαφοποίησης. 
Μερικές από αυτές είναι οι µέθοδοι:      
i)   του κέντρου βάρους 
ii)  του µεγαλύτερου από τα µέγιστα 
iii) του µικρότερου από τα µέγιστα 
iv) του µέσου των µεγίστων κ.ά.


